
代数学 II 演習問題 (7)

1. Qの拡大体Kに対し, Aut(K) = Aut(K/Q)が成り立つことを証明せよ.

2. (a) Aut(Q( 4
√
2)/Q)を求めよ.

(b) Q( 4
√
2)/Qはガロア拡大でないこと証明せよ.

3. (a) 環 Z[
√
2] := {a + b

√
2 | a, b ∈ Z}と Z[

√
8] := {a + b

√
8 | a, b ∈ Z}は同型でな

いことを証明せよ.

(b) Q(
√
2)とQ(

√
8)は等しいことを証明せよ.

4. pを素数, Gを位数が p2である群とする. この時G ∼= Z/p2ZまたはG ∼= (Z/pZ) ×
(Z/pZ)のいずれかが成り立つことを証明せよ.

5. KをX4 − 2のQ上の最小分解体とする.

(a) K = Q( 4
√
2, i) (iは虚数単位)であることを証明せよ.

(b) Gal(K/Q)はどんな群と同型か？
(c) K/Qの中間体を全て求めよ.

6. F (X) := X4 − 3X2 + 25とする.

(a) F (X)のQ上の最小分解体はQ(
√
13,

√
−7)であることを証明せよ.

ヒント：
(
±
√
13±

√
−7

2

)2
を考える.

(b) Gal(Q(
√
13,

√
−7)/Q)はどんな群と同型か？

(c) Q(
√
13,

√
−7)/Qの中間体を全て求めよ.

7. Q(
√
2,
√
3) = Q(

√
2 +

√
3)をガロア理論を用いて証明せよ.

8. (a) ζ12を a+ bi, a, b ∈ Rの形に表せ. 但し sin, cosは用いないこと.

(以降, n ∈ Nに対し, ζn := e2πi/n = cos(2π/n) + i sin(2π/n)とする.)

(b) K := Q(ζ12) = Q(
√
3, i)であることを証明せよ.

(c) Gal(K/Q)はどんな群と同型か？
(d) K/Qの中間体を全て求めよ.

9. (a) (ζ5 − ζ25 − ζ35 + ζ45 )
2を計算せよ

(b)
√
5 ∈ Q(ζ5)であることを証明せよ.

(c) Q(ζ5)/Qの中間体を全て求めよ.

(d) Q(
√
−3) ∩Q(ζ5) = Qを証明せよ.
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10. Q(ζ13)/Qの中間体M で [M : Q] = 4なるものがただ一つ存在すること, 及びそれが
Q(ζ13 + ζ313 + ζ913)であることを証明せよ.

11. (a) pを素数とする. Gal(Q(ζp2)/Q) ∼= (Z/p2Z)×であることを証明せよ.

(b) Gal(Q(ζ25)/Q)は位数 20の巡回群であることを証明せよ.

(c) Q(ζ25)/Qの中間体の個数を求めよ.

(d) Q(ζ5)はQ(ζ25)/Qの中間体であることを証明せよ.

(e) Gal(Q(ζ25)/Q(ζ5)) ∼= ⟨24 + 25Z⟩を証明せよ.

(f) Gal(Q(ζ25)/Q(
√
5))を求めよ.

12. L := Q(ζ9), K := Q(cos(2π/9))とおく.

(a) Gal(L/Q)は位数 6の巡回群であることを証明せよ.

(b) K/Qがガロア拡大であること, Gal(K/Q)は位数 3の巡回群であることを証明
せよ.

(c) cos(4π/9), cos(8π/9) ∈ Kを証明せよ.

(d) σ ∈ Gal(K/Q)を σ(cos(2π/9)) = cos(4π/9)で定義する. σ2(cos(2π/9)) =

cos(8π/9), σ3(cos(2π/9)) = cos(2π/9)であることを証明せよ.

(e) Gal(K/Q) = ⟨σ⟩ ∼= Z/3Zであることを証明せよ.

13. 3
√
2 /∈ Q(ζn), ∀n ∈ Nであることを証明せよ.

14. Gal(L/K)が巡回群であるような体のガロア拡大L/Kを巡回拡大と言う. L/Kが有
限次巡回拡大でMがL/Kの中間体の時, M/Kも有限次巡回拡大であることを証明
せよ.

15. m, d ∈ Nとする. dがmの約数である時, f(a+mZ) = a+ dZで定義される準同型
写像 f : (Z/mZ)× → (Z/dZ)×は全射である. このことをガロア理論を用いて証明
せよ.

16. L/Kを有限次ガロア拡大とし, G := Gal(L/K)とする. この時L/Kの中間体M に
対し,「M/Kがアーベル拡大 ⇐⇒ L[G,G] ⊃ M」を証明せよ.

注意. [x, y] := xyx−1y−1を x, y ∈ Gの交換子, [G,G] := ⟨[x, y] | x, y ∈ G⟩をGの交
換子群と言う.


