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Nous étudions un opérateur aux dérivées partielles du second ordre
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qui contient des constantes réelles wg,w;,- -+, w, , OU nous désignons
K=n+wotwi+- - +wy,.
Nous allons construire deux bases biorthogonales { P,(z)} et {Qq(z)} de

polyndémes propres de £ et leurs fonctions génératrices dans le simplexe
n

Q={z=(z1, ", zn)€ER™; 21>0,--,,>0 et o>0}, on $0=1—Z$j .
—

L’opératuer £ provient de la génétique de populations. Nous avons obtenu
ses polynémes propres et représenté par noyau le semi-groupe e~ sur
I’espace des fonctions continues sur le simplexe fermé Q (voir [2] et [3]).
Nous écrivons dans ce manuscrit les noyaux résolvants (£L+ AI)~! au
moyen des fonctions élémentaires pour des cas particuliers.
Remarquons tout d’abord que, si f est un polynéme de degré s, Lf est

aussl un polyndéme de degré s. Un élément de volume
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fait £ symétrique dans 2 parce que
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Lu=—z Z B—xk{x (6jkxj—xja:k)a—%} (voir (3) plus bas).
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L est elliptique dans Q parce que la matrice (6;x%; —a:jxk);{,ml est définie
positive et son déterminant vaut £oZ1: - Tn.

Soit N={0,1,2,- - -} 'ensemble de tous les entiers rationnels non-négatifs.
Un élément de N™ est noté par a= (a1, - -,ay) et un élément de N™* par

4= (g, @1, -+, 0n). Nous nous convenons d’écrire

la|=a1+ - -+an, al= can!, z¢=z7'---xon,

|&|=ao+a1+:--+an, a—aO!aq. cap!, ré=z{oz{-. 2o,
(oz—i—w)! —I‘(a0+w0 +].)F(O£1 +wi +1)‘ . -I‘(an+wn +1)

et 6°‘=<£—1)a1---(5%)% (@eN™).

Nous définissons un produit scalaire et une norme

(4, 0)0 = /Q Wz o @)oo, |ullo=+/Tw o

pour des fonctions complexes sur {2. Soit L?(Q,dz;) Vespace hilbertien des

fonctions complexes muni de ce produit scalaire. Nous supposons que
> -1 (p=0,1,--,n) (2)

pour que la fonction 1 appartient & L?(Q,dzg). Alors, k> -1 et

i ou 07T
(Lu,v)a —J; /éajkxj —Z;T) oz, %;dxw = (u, Lv)a (3)

si u et v sont des polynémes. Notons que

. A+w)!
/ z%dzgy = (a+o)t _ pour tout &eN"T (4)
Q

(|&]+r)!

Un calcul montre

n
2 4+ wya
L(z¥)-(|&]*+kla))z ——Z O TP 6 g geNTH (5)
Le membre 3 droite est de degré <|&|-1 et donc les nombres
ly=8>+Krs=1s(d) (seN) (6)
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sont des valeurs propres de L. L’opérateur £+ Al est une application
linéaire biunivoque de 'espace de tous les polyndmes sur lui-méme si A est
une constante complexe qui n’est égale & aucune —I; .

Nous définissons le premier ensemble de polynémes {Py(z); « €N"} par
Py(z)=2"%0%(z%t?) avec &=(|a|, ) (7)

et le deuxidme ensemble de polyndmes {Qq(z); a €N"™} en posant

1yl (1&g 4 )1
Qa(x)=( (g )l(as°‘+ > cagwﬁ) (8)

(G+o)a!

avec les coefficients cng choisies de la maniére que LQq =l|o|Qa, OU I'on
écrit B< o pour deux éléments o, 3 de N™ si et seulement si 8; < c; pour

tout j=1,2, --,n. Les Py(z) et Qo (z) sont des polynémes propres de L.
LPy(z)=lia|Pa(z) et LQua(T)=!e|Ra(z) (9)
et les deux ensembles {P,(z)} et {Qq(z)} sont biorthogonaux.
(P, Qp)o=00p  (@eN",BeN"). (10)

Les P,(z) sont linéairement indépendants et les Qqa(z) le sont aussi.
L’ensemble {P,(z)} engendre tout polyndme et 'ensemble {Qq(z)} le fait
aussi. {P,(z)} est complet dans L?(Q,dz;) et {Qqa(z)} 'est aussi parce
que l’ensemble de tous les polyndmes est dense dans L?(Q,dzy). Nous
pouvons donc appeller {P,(z)} une base et {Q.(z)} une autre base.
L’ensemble £, des polynémes f qui vérifient Lf=I;f est un sous-espace
vectoriel de dimension (s+n—1)!/{s!(n—1)!} de L*(Q,dz;). Le noyau
Es(z,y)=)  Pa(¢)Qaly)  (s€N) (11)
|ae|=s

est réel et symétrique. L’opérateur intégral

f(z) = B f(2) = /Q E.(z,9)f (W) dus (12)
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est une projection orthogonale de L?(Q, dzy) sur €. Nous voyons que

(u,v)p=0 si u€&;,veé etsi s#t.

Nous introduisons maintenant certaines fonctions génératrices des {P,}

et {Qq}. La fonction la plus fondamentale est

© 2848
F(c;z,y) =ZCSFS (z,v), ol Fy(z,y) =Z a_y.

— (13)
1
“—0 o l(@+o)!
F est égal au produit des n+1 fonctions de Bessel modifiées
Fle;z,y)= H To,(cxpyp) avec ZI,(z)= z7V%L,(2Vz). (14)
p=0
Introduisons une mesure dy sur lintervalle [-1, 1]*+
(1_ 2)wp—(1/2)
du d . 15
Remarquons que x>0 si les nombres wj, satisfont a
wp>—1/2 (p=0,1,---,n). (16)
Nous avons d’aprés (14) et la formule de Poisson [1,v0l.2,p.14]
R Y 1 Yo oYW =m PR
d’ou
o [ (S tovams) “wd eM. a9
p=0 -
Pulsque L(z,0;)Fs=1;Fs—F,_1, le noyau Es(z,y) est une combinaison
linéaire des {Fs(z,y)}.
Ea(2,9) <, -op(25+K—h-1)!

h=0



Nous utilisons pour le vérifier une identité

a a+w s+wo 4 <y B+w Bo+wo
¥ oo e =3 S e e

pour tout (s,z,y)ENxQxQ, ou (x) =z1+---+z,. Les équations (19) et
(20) nous donnent

Ezs(f-: =T{x )/_ . / C2 Zﬁbp xpyp)d#(qﬁ) (21)

ot les {CF(2)}52, sont les polyndmes de Gegenbauer [1,v0l.2,p.177]
o0
> Ch(aur=(1-2uz+u?)™" (<2<l ful<1).
h=0
L'une des fonctions génératrices des Fq(z,y) est donc

2s

i2:—l—m /—1 /—1u +1- 2UZ¢P :npyp) d,u,(qﬁ) (22)

s=0 p=0

ayant une nouvelle variable 0 <« <1. Puisque |} ¢p./Zp¥p| <1, nous avons

|Es(z,9)| SK (s+1)* ((5,2,5) ENxQxQ) (23)

avec un nombre positif K indépendant de (s, z,y) sous ’hypothese (16).
Soit G(A;z,y) =Gy (A; z,y) la représentation par noyau de (A\[+L)7:

o0 1 1 1 n .
G059 5 Felon) -/ 1@(A,§¢pm) @), (29

ou

+00 -
o(), z)=2l"(n)/ <u+%—2z) nexp(i\/ 4\ —K? logu)%. (25)
0
Un cas particulier. Soient
wo=w1=---=w,=1/2 et A\,=(3n+1)2/16. (26)
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Nous avons k= (3n+1)/2, du(¢) =7~/ 2d¢od¢,- - -dé,, et la formule
T du (3n41)/2
G()\n;x,y)=Cn/ / / u+——-2z¢p xpyp) ddoddy- - -do,
0 1 Ja

avec C,=2r~")/21((3n+1)/2). (27)

Si n=1 et wo=w;=1/2, nous avons une fonction de Green

._ 1/(2m) /+°° cosh®6 — (y/Zo¥o — /%191 )?
,C-l-I 1 , -t 7 ].0 de 28
( )z, y) ToYoZ1Y1J — cosh?*0— (/Zogo++/Z1¥1 )2 )

Sin=3 et wo=wi =wy=w3z=1/2, nous avons une fonction de Green

(£+ %I)_1 (z,y)=

—Z Eo€1€2€3/(2m) /{Z(\/—_gp\/% Z(\/_+8q\/—)} - (29)

VZT0YoT1Y1T2Y2T3Y3 q=0

La somme est étendue sur 16 termes avec quatre signes indépendants &,.

La formule (29) est obtenue de I’égalité

: 400
/ du/ / / / u+——zo 21—22— 23) dzodz1dzodz3
—Ccov/ —c1v —ceV —c3

_Z EQE1EQE3 T
— 24\/4—(eoco+E1C1+E202+E3C3)2

(30)
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