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Je remercie cordialement aux organisateurs du Colloque de Himeji sur
la théorie des équations aux dérivées partielles de m’avoir offert beaucoup
d’occasions de faire conférence.

Je voudrais présenter I'un des théoremes les plus précis qui contiennent
les constantes de structure suiavant E.Cartan [1, n°164] (voir aussi [2]).

Théoréme Etant donnés deux groupes de Lie, supposons que
les espaces de parametres soient tous les deux simplement con-
nexes. Les deux groupes sont alors biunivoquement isomorphes
si et seulement s’ils ont les mémes constantes de structure.

Soient G' un groupe de Lie réel de dimensions r et wi(a, da), - -, w,(a, da)
les composantes relatives de déplacement infinitésimal de ses repéres mo-
biles [1, n%157]. Le groupe de parametres de G fait ces r formes wy in-
variantes. C’est-a-dire, si nous transformons un point variable S; de G
par la composition S, =5,S5¢ avec un point fixé S, de G, les composantes

relatives de déplacement du point S, satisfont aux équations
ws(ﬂadﬂ)=ws(f’df) (8:1,"',7‘). (1)
Prenons deux symboles échangeables de différentiation d et J, nous avons

dwg (77’ 577) —Ows (777 dn) =dws(€a 55)_6“‘)8 (5) d&) (S =1, -, T)- (2)

Et donc, le groupe de parametres fait invariant non seulement les w, mais
aussi leurs dérivées extérieures w,. Chacune des w;(§, d€) étant une forme

linéaire de d¢, la dérivée extérieure w.(&,d¢,6€) est une forme bilinéaire



alternée de d¢ et de 6¢&.

W(&,dE,86)= ) cpgs(€)[wp(€, dE),wq(€, 8€)], (3)

1<p<g<r

ol les cpys(€) sont des quantités qui satisfont & ceps(§) =—cpgs(€) et &

wy(n,dn,d0n) =" cpgs(m)[wp(n, dn), we(n, 6n))]. (3"
1<p<g<r

Les équations (2) représentent que les premiers membres de (3) et de (3')
sont égaux. Les seconds membres le sont aussi. Les cpqs(n7) sont alors
égales termes & termes aux cpqs(€) quels que soient £ et n de 1'espace de
parametres. Les cpgs(§) sont donc indépendantes des variables &;,- -+, &,.

La dérivée extérieure du membre & droite de (3) étant nulle, nous avons

T

Z(Cﬂ'yscsah+c'yascsﬂh+caﬂscs’yh) =0 (4)

s=1
quelles que soient les indices «, 3,7 et h variant de 1 & r. E.Cartan appelle
les cpqs constantes de structure de G. Elles sont au nombre (r—r2)/2.
Nous écrivons les équations (3) briévement comme

w.;: Z cpqs[wqu] (8———‘1,-'-,7‘) (5)

1<p<g<r

et appelons (5) les équations de structure de Maurer-Cartan.

Exemple 1 Groupe des substitutions linéaires 2’ =az+b (a>0)
Les composantes relatives sont wy = da/a, wy = db/a, et les équations de
structure sont

wi=0, w)=—[wy,ws). (6)

Exemple 2 Groupe projetif du plan Le déplacement infinitésimal

du -repére mobile est
dA :woo(d)A+wO1(d)A1+WQ2(d)A2,

dAq :wlo(d)A+w11(d)A1+w12(d)A2, (7)
dA2 = CUQO(d)A+wZ1 (d)Al +w22(d)A2,
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: woo (d) +w11(d) +waez(d)=0. (8)

Les équations de structure sont

wi; = [wio, wos] +[wir, wij]+[wiz,wa]  (1=0,1,2; j=0,1,2).  (9)

Exemple 3 Groupe affine de R? Le repére mobile est constitué
par un point A et trois vecteurs linéairement indépendants fl, fz,fg, Les

12 composantes relatives w;, w;; du repere sont définies par les équations
dA=w, i+ ws Ty +wsls, (10)
dl; =wihtwiplh+wsly  (i=1,2,3). (11)
En exprimant que dsI; — 6dI; = 0, nous obtenons les bremiéres neuf des
équations de structure

wij = [wir, wiz]+ Wiz, waj]+[wis, wag] - (i=1,2,3;5=1,2,3).  (12)

Par la relation d6A—86dA =0, nous en avons encore trois
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Z(w}cl_}c—wk dI;)=0. (13)
k=1

Substituons les équations (12) dans dI}, pour avoir

wi = w1, wii]+[we, wa] + [ws,was]  (1=1,2,3). (14)

Les (12) et (14) définissent ensemble la structure du groupe affine de R3.

Exemple 4 Groupe des subtitutions homographiques

ar+b
cx+d

(ad—bc>0).

Définissons les parametres du groupe (z,u,v) par
wy=udz, wy=2vdr—(1/u)du, wsz=(v?/u)dz—(1/u)dv
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[1, n°161, n°108, (9)]. Alors, nous avons

wi=du,dz], w)=2[dv,dx],
wh = (2v/u)[dv, dz]— (v/u)?[du, dz]+(1/u?)[du, dv].

[w1,ws]=[du,dz], [w1,ws]=][dv,dz],
[wa, w3] = (2v/u)[dv, dz]— (v/u)?[du, dz]+ (1 /u?)[du, dv].

Les équations de structure sont donc
wi=wi,ws], wh=2[wi,ws], wi=[ws,ws]. (15)

§2 Un théoréme relatif aux systémes de Pfaff Le théoréeme cité
au début du manuscrit s’obtient‘par le suivant (voir [1, n°162)).

Théoréme Soient r formes linéairement indépendantes wi(a,da), - -,
wy(a,da) & r variables ay, - -, a, et encore r formes wi(u,du), - -, w}(u, du)
a p variables ui, -+, u, (p<r). Supposons que les deux systémes de formes

ws et wi vérifient les mémes équations de structure

wy = Z Cpgs|wp, wql, Wi = Z Cpgs|Wps Wq) (s=1,-,7),
1<p<g<r 1<p<gq<r

ou les cpqs sont des constantes. Nous pouvons alors choisir d’une maniere

et d’une seule pour ai, -, a, des fonctions de u, -+, u, qui satisfont a
) ) s Wp

ws(a’v da)=w;‘(u,du) (S=].,- : '77") (16)

et qui associent un point a® & un point u° arbitrairement donné.
Démonstration. Considérons un point dépendant d’un parametre t et

coincidant avec u® pour t=0. Le systéme différentiel
ws(a,da)=w; (u(t),du(t))  (s=Ll,-+7) (17)

peut étre résolu par rapport aux différentielles das en fonctions de
ai, - ap,t,dt. Il existe une solution et une seule a;i(t), -, a.(t) telle

que a1(0), --,a,(0) soient les coordonnées de a®. Le point a(t), qui a
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pour coordonnées ai(t), --,a,(t), est 'homologue de u(t) dans la corre-
spondance cherchée, si celle-ci est possible, Supposons maintenant que le
point u dépende non seulement de ¢, mais aussi d’un second parameétre
0. La composantes das/06 du vecteur 0d/06 s'obtiennent en intégrant le

systéme (17) différentié

Ces équations (18) constituent, par rapport aux inconnues da,(t,6)/96, un

systeme différentiel linéaire ; les valeurs initiales de ces inconnues sont

0as(0,06)
00

Puisque les deux différentiations 9/t et 0/06 sont échangeables, nous

=0.

avons d’apres les équations de structure de E.Cartan
5 (o 1) 55 (o 50 Z (o ) (o 57)
%w; (u, %—Z—L) - %w; (u, Z_Z) :péilcpqsw; (u, %g) wyg (u, %?)

D’apres (17), les derniers facteurs wy(a, da/0t) et wy (u, du/0t) sont égaux.

Les équations (16) peuvent donc s’écrire
ou . Oa < Ou
Zcpqs Yl ( 8t):O’ ol xs(t)=ws (a, 5—9-) —w; (u, %)
p,q=1

Xs(t) est nul quel que soit ¢ parce que xs(0) =0. Les solutions das/00 de

(18) s’obtiennent donc en résolvant le systéme

Ws (a, g;) =l (u, g—g) (19)

Ces équations (19) prouvent que le point a(t) associé & un point u(t) fixe

reste fixe quand on modifie continiment les points u(¢') correspondant aux
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valeurs t' différentes de 0 et de ¢ : la correspondance qui existe entre les
points u(t) et a(t) est donc univoque. En outre (19) exprime que cette
correspondance satisfait aux équations (16). Nous avons déja constaté
qu’elle était la seule possible. Le théoreme est ainsi établi.

§3 Démonstration du théoréme au début du manuscrit

Supposons que les espaces de parametres de deux groupes G; et G,
solent tous les deux simplement connexes. Soient wi(a,da), -+, w,(a,da)
et wi(u,du), -, wk(u,du) les composantes relatives des déplacements des
reperes mobiles de G et celles de G2, respectivement. D’apres le théoréme
au §2, nous pouvons faire correspondre chaque point a de G; & un point u

et un seul de G5 de la maniere que l'on ait

ws(a, da) =wj (u, du) (s=1,---,7).

GG, est caractérisé par la propriété qu’il fait invariantes les formes wy et
G est caractérisé par la propriété qu’il fait invariantes les formes w?, nous
pouvons passer du point a de G; au point u de G2 pour établir une applica-
tion biunivoque de G; & G2. Les deux groupes sont donc biunivoquement
isomorphes.

Réciproquement, deux groupes biunivoquement isomorphes ont le méme
espace de parametres et les mémes constantes de structure.

Signalons que I'une particuliere, ci23 par exemple, des constantes cpqs
n’a aucune signification, mais que c’est I’ensemble de toutes les cpqs qui

définit une structure infinitésimale de groupe.
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