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Nous voudrions démontrer dans ce manuscrit que le noyau Z(t; z,y) qui
représente exp(—tL) pour £ défini par (2) est la restriction & un domaine
réel d’une fonction holomorphe de toutes les variables quil y interviennent.

Notre domaine Q est un simplexe (3) et sa frontiére se consiste des
morceaux de sous-variétés planes de toutes dimensions inférieures & celles
de Q. D’autre part, la particularité de £ nous permet de savoir le spec-
tre entier et de trouver deux systémes biorthogonaux {P,} et {Qq} des
polyndmes propres de £ [S,§B]. Nous trouvons enfin un produit des fonc-
tions de Bessel modifiées qui est une majorante de Z(t; z,y) (voir (21)).

Soient wp, w1, - *, W, des nombres réels. Posons s =n+4wp+wi+- - -+wn.

Nous supposons qu'ils satisfassent aux conditions [S,(1.2),p.288]

we>-1, wi>-1, -+ , wp>-L (1)

Soit £ un opérateur & variables £=(z1, %2, -, Zn) [S,(1.3),p.289]:

n 82 n 6
L= —Z (0jxxj—ZjTk) W-}-Z{(n-{—l)mj —l—wj}—a—:l:—j (2)
3.k=1 j=1
qui dépend de &= (wp, w1, **,wn). L est elliptique dans le simplexe ouvert

n
Q={z=(z1, - 2a) ER®; z;>0 (0<j<n)}, ol mo=1-) zx, (3)
k=1

car (0jxTj—T;jTk)] k= est définie positive dans (2. Mais L n’est nulle part

elliptique sur la frontiére de Q car det(d;xZ; —Z;Tk)} k=3 =T0T1* * *Tn-
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(ijxj—a:jxk);{k=1 se transforme comme suivant si n=4 par exemple

T 0 0O ~1/2 :Ul—.’L'lz —T1Tx2 —T1X3 —T1X4 T 0 0 0 ~1/2
0 zo 0 O —ToTy To—TL —ToTz —TaTa || 0 z2 O O
0 0 z3 0 —T3T] —T3T2 T3—T< —T3Ta || 0 0 z3 O
0 0 O T4 —T4T1 —T4T9 —T4T3 :1:4—.'1742 0 0 0 T4

-2y —\/T1T2 —\/Z1Z3 —/T1Z4
—/ZT2Z1 1-2Z2 —\/T2T3 —\/T2%4
—/T3T1 —+/T3T2 l-z3 —/T37%4

—\/:124.’121 —\/.'II4£L'2 —\/. TyT3 1—.’L'4

Le déterminant de la matrice & droite est égal & 1—x1—T2—T3—24.

Revenons au cas ol n est un entier positif arbitraire. La mesure

dzg =4z, -z "dz1dTs: - -d2y

symétrise £ dans L2(2,dzg). En effet, nous avons

0 3‘
/ﬂ ()7 ds / 5" (Gpatp—p) oL f Sds f § g dzs

Pyg=l
si f et g sont des polyndmes. Désignons encore par £ sa réalisation de
Friedrichs dans L?(Q,dz;). L est non-négatif. Les nombres

ls=32+'¢'3 (S=0,1,2,-'- ;[(S),(3.1),p.291]) (4)
sont des valeurs propres de £ et la suite {I5}52, est le spectre entier de L.

Soit E,(z,y) le noyau de la projection orthogonale E, de L?(Q,dzg) sur

le sous-espace propre de £ appartenant &, (s=0,1,2,--):
Bof(e)=[Bu(w i) f)dvo (1,(38).0:292) (5)

E,(z,y) est réel et symétrique (E,(z,y)=Es(z,y)=Es(y, 7))
Soit Z(t;z,y) le noyau qui représente exp(—tL) :

exp(—t0)=Y exp(~H)Es, exp(~40)f(@)=[ Z(tiz, 1) W)dss. (6

s=0
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Théoréme Le noyau Z(t,z,y) qui représente exp(—tL) est
la restriction au domaine réel (0,4+00) x Q2 x Q d’une fonction
holomorphe de 2n+3 variables complezes

ta Z0yT1y°**y Ty Y0y Y15°°* 5 Yn

définie dans D={t€C;Rt>0}x C+2,

(BEOMR exp(—tL) ERTH Z(t,z,y) i D={t€C;Rt>0}xC?+2
ICBWTIERAIRBER 2n+3 BE ¢, 20,71, Tn, Y0, Y1, *, Yn PEED, E
$EIK (0, +00) x QX Q ~DHIBRTH 5).

Z(t;z,y) est égal & )

Z(t;z,y)=)_e " Ey(z,y). (7)

8=0
Nous introduisons deux systemes {P,(z)} et {Qa(z)} des polynomes

propres de L. Soit d’abord

Pa (.'n) — xawo :L"{“" . w;wn 3;1, . ,3xin(x6¢1+m+an+wo xclxl +twy xgn+wn) (8)

pour tout vecteur @ = (a1, -+, ) des entiers non-négatifs. Fu(z) satis-
fait 3 l'équation LPy(z) = lay+--+anPa(z). Tout polynéme de z est une
combinaison linéaire et une seule des P, (z) ([S,(B.1),p.306]). Soit ensuite
(_1)a1+a2+...+an (20!1 I S 2an + Ii)'
(01 + -+ + an +wo)l (a1 +w1)! - (an + wn)!
x{:c‘f‘ coegln 4 Z Ca,ﬁ«'l?ﬂ} (9)
ﬂlsal"”rﬁnsan) ﬁ#a
pour tout vecteur a = (ai, -+, o) des entiers non-négatifs. Les Cq g sont

des constantes choisies de sorte que nous ayons £Qq(z)=la; +...+a,Qa(Z).
Tout polyndme de z est égal & une combinaison linéaire et une seule des
Qa(z) ([S,(B.2),p-306]). Les Po(z) et les Qa(z) sont & coefficients réels et

1. si a=4,
/QPa(:c)Qg(m)dm;,={ 0 si atp (10)
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pour tous les a= (a1, -+, a,) et B=(01, -, On) (intégration par parties).

Les deux systémes {Py,} et {Q.} nous permettent d’avoir une formule

Ey(z,9)= ), Pa®)Qa(y) (s=0,1,2,-). (11)
a1+-ta,=s
L’un des deux ensembles { Py (z); a1+ - -+an =8}, {Qa(z); 01+ -4an =5}
engendre chacun le méme sous-espace E,L?(Q,dz;).
Pour exprimer les {E;(x,y)}52, & une autre maniére, nous introduisons
une fonction auxiliaire F(c; z,y) ([S,(3.4),p.291])

Zh
h+v+1)

Flc; z, y)—I-IZZwJ (czjy;) avec I,(Z)= zh'I‘( (12)

j=0

F(z,y) est une fonction symétrique de z,y de C" x C"H et d’un para-
métre c€C. Soit Fy(z,y) le coefficient de ¢® dans F(c; z; ).

Floyz,y)=Y " Fy(, ). (13)

s=0

D’une maniére détaillée ([S,(3.4),p.291]),

F,y)= ) (Bogo) o)™ o) (14)

agtay+tan=s aglon ! - -an! (a0 +wo)! (1 +wi)! - -(an+wn)!

pour s>0. F est une fonction entiere de Zoyo, Z1Y1," * *s TnYn, C-

E4(x,y) est une combinaison linéaire des Fo(z,y), Fi(z,y), - -, Fs(, Y):

Eq(z,y) =Z’:(Zs—q+';-1)!ps_q(x,y) (s=0,1,2,-).  (15)

Les {E,(z,y)} ont une fonction génératrice (voir [S,(4.8),p.293]):

Zizj—:) / / t2+1_2t;¢.7 \Y mJyJ) [.L(dQS(), d¢1a' ) d¢n), Itl <1,



(1- 4’1 w._
\/_F(“’J

(7) et (15) donnent une représentation de Z au moyen des {F,}:

ot p(ddo,ddr, -+, dpn)=T(k )H ydds.  (16)

Z(t,z,y)=)  hs(t)Fu(z,y) (17)

8=0

avec hg(t) =§:(_q$(2q+2s+h:)r(q+2s+n) exp(—lg+st) (s20). (18)
g=0 &

Etant données deux séries de puissance

P(x’ y) =ZP‘10 X1, Qn ,ﬁO aﬁl ""»ﬁnwoao wlal ot 'wnan yoﬁo ylﬂ ynﬁn

et Q(x, y) =ZQOIO a3 :"'1anxﬂO aﬂl 1“'vﬂnx0a0xlal : y ﬂoy yn

de variables zg, 1, * *, Tn, Y0, Y1, - *» Yn & coefficients complexes, nous disons

que Q est une majorante de P, notée P <Q ou Q>>P, si et seulement si
IPQO ya1, 0+, 0n 80,61 v sBn I S an,a1 1**10n,00,01,°+,Bn

pour tous les entiers non-négatifs ag, 1, +,n, B0, B1, ", Pn.

Le noyau Z(t;z,y) est une série de puissance de variables o, Z1, -+, Zn,
Yo, Y1, - *»Yn & coeficients fonctions de ¢. Comme les coefficients de F(z, y)
sont tous non-négatifs, F, sont des majorantes d’elles-mémes. Les h,(t)
(voir (18)) sont d’autre part holomorphes dans le demi-plan {t€C; R¢>0}.

1l faut vérifier que le second membre de (17) converge & tout point (z,y)

lorsque R¢>0. (18) implique naturellement

|hs (t)|<z (2q+2s+n)I‘(q+23+&)exp( lg+st)
q—O

2(g+2s+k)!
<3 22, crp(lgraR)

q=0 T



= (25)'k ";2(";{213);’!" exp(—lg1sR1)

. o0
< (23)!&!222-3‘1'*'23""c exp(—lg+sR1)
a=0

parce que (q+2s+x)! <3925t 71(25)1k! et que xk+1>0. Nous avons
(o ]
|hs(t)] < |a(t)|3%° (25)! exp(—L,R¢) avec a(t)=) 2:37*"xlexp(—lyt), (19)
q=0

car —lg45< —lé—ls. Pour tout d >0, il existe un K5 >0 qui ne dépend pas
de s,t tel que

la(t)|3%°(2s)! exp(—1,Rt) < K exp(—sl1 R 1) (s=1,2,-+)
si Rt>4. Nous avons donc
|he(t)| < K5 exp{—(1+x)sRt} (s=0,1,2,---) (20)
si Rt > 4. Finalement, nous avons obtenu une majorante
Z(t;z,y) < KsF(exp{—(1+k)t}; z,y) si Rt>6. (21)

Le noyau Z(t; z,y) est par conséquent égal & une fonction holomorphe de

t, To, T1y'**y Tny Y05 Y15y Yn
dans {t€C; Rt>0}xC?"+2 restreinte au domaine (0, +00) xQ2x 2. g.e.d.

Remarque 1 (16) nous conduit & une formule condensée [S,(4.11),p.294]

Ey(z,
23(::— g) 028 Zfﬁa x,y,) w(ddo,ddy,: - -, ddy), (22)

ou C§(z) sont les polyndmes de Gegenbauer:

(1-22t+t3) 7" =) t1C(2).
q=0



