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Nous avons introduit deux systémes de polyndémes de n variables qui
sont biorthogonaux sur le simplexe et nous avons construit les fonctions
de Green des équations provenant de la génétique de populations [S,1977].
Dans ce manuscrit, nous voudrions envisager encore ces systémes de poly-
nomes et obtenir des nouvelles fonctions génératrices (3) et (25).

Soient {h,};_o une suite des nombres réels qui satisfont aux conditions

hp>= (0<p<n) et ho+hi>1 si n=1. (1)

b | =

Soient A I’ensemble de tous les entiers non-négatifs et N = N" 1 x N
pour n>2. N'™ est ’ensemble des a= (a3, -, a,) des composants entiers
non-négatifs. Nous appelons |a| :Z?:l a; la longueur de a.

1 Polynoéme F,(z) Pour tout « € /™, nous définissons un polynéme

’L)_(HiE 1_%)(]:[81, QJ)[H'E Rplip 1] avec zo=1 er

de variables z=(z1, - -, 2,,) et de degré |«| [S,p.306,(B.1)] analoguement a

une formule de Rodrigues, ot ap = || par définition.

Théoreme Nous avons une identité

1 e} chr_,- B n ) |
2 e L ity rap s @ =1LTa6m) @)

ou les &1, -, &, sont des nombres complexes arbitraires,
2" L (V4z)
930_1 Z:BJ) 60 — _Zgj el I ) Z S'F(é“i‘b"i‘l) ZU/Z : (4)
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Démonstration Réécrivons (2) comme

['(ho+|a|) Ia B oy'T'(hj+o;) . \B; =
Fole) Zrh +|a— ﬁl Hﬁ?'(% BT (h; 'HGJ)( z) s )

ot nous définissons @ — 3 = (a1 —B1, -, an —-ﬁn) eN™ si a; —B; >0 pour
tout 1<j<n. Soit U le premier membre de (3).

oy

1 = £
U= J :
aEZJV{ T'(ho+|al) 31;[1 ozj!F(hj—i-aj)} Pa(z)

a; — B
B (—=&zi)P
=3 ZF(:‘ZUHQ ﬁl)H (o — Br)! Hﬁs'r("53+ﬂs -

aEN"B<a

Nous exprimons U d’une maniere plus simple en posant y=a—f :

& (=¢;%;) )P
{Z Fho"f‘"ﬂ H }Hzﬁlrhﬁ‘@

Nous avons alors premierement

-S- 6.? J) .
I)-_. ya B < < .
ﬁ;'r(}bj"f“ﬁ) b 1( g.}' I’.‘}) pour 1_3_71

Deuxiémement, puisque

S Hg —g,(zsk) = (&)

(yi=s k=1 |

nous avons analoguement & la précédente

Z B H kz(ftﬂf:o) (—Ega0)
l“(ho+hf[ T (ho+s)s! Tho-1(~40%o)-

TENT

U se réduit donc au produit de n+1 séries :

U=][Zn, 1 (~&=p)- c.q.f.d.

p=0



Nous déduisons de (5) une borne supérieure dans le domaine complexe

|Py(z)| < (f[qul—hq) (ﬁ 3?(0;” ) fIOXpQ’p‘i‘hp—l,
q= p=

j=1

Nous obtenons une inégalité qui est valable a tout point (z,¢) de C"xC".
ST

1

aEN™ =1 Qg

U est donc une fonction entiere de n+1 variables complexes {zp};}:[} qui

n 1 mn
)}:[0 W}Pa($)| g};lozhp%(\gpp(p)- (7)

contient n+1 parametres {h,}7_ :
U=U({{2p}p=0; {h‘p}g:(}) avec zp=—&z, (p=0,1,---,n).

Soit G le groupe de permutations de n+1 numéros 0,1, --.n. G fait
invariant. Il est le seul groupe linéaire qui fait 2 invariant. Aucun groupe

de Lie linéaire autre que {1} ne le fait. Nous avons
U({zy.p}p=0; {Ayp}p=0) =U{2p}p=0; {Ap}p=0)

quel que soit v € G. La fonction U a l'apparence d’étre symétrique par
rapport a x et £&. Mais elle ne U'est pas parce que
> p—oTp=1 tandis que 7 _,&=0.
Nous savons que Z,(z) est une fonction élémentaire si et seulement si

2v —1 est un entier paire.

Cas particulier 1: ho=h;=---=h,=1/2.
T n - QJ T
Z { v 1 H((Qij))q }Pa(m)=Hcos\/4£pa:p. (8)
aENT I‘(la[+§) j=1 77 p=0
Cas particulier 2: ho=h;=---=h,=3/2.

Z 2n/m H((_gj)ajI}Pa(l"):HSim/%ﬁp | (9)

aEcEN™ F(l(ll'f‘%) j=1 2(1_;-]—1) p=0 46;0:1:;0
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Cas particulier 3: ho=h;=---=h,=1.

Z (\—&%H%) Pa(ﬂ:)‘—"HIO(_‘EPxP)' (10)

aEN™

2 Opérateur sur le simplexe. Soit

Q={z=(z1, -, zn) ER"; £:>0,---,2,>0, ¢ >0}. (11)

Nous nous intéressons a un opérateur aux dérivées partielles du type ellip-
tique dans 2. Nos polynémes P, (z) généralisent les polynomes de Jacobi

d’une variable et ils sont fonctions propres d’un opérateur

n 82 n 8
E=—Z(5jk$j —$j$k)m+2{(2hp)$j—hj}gj (12)
p=0

1
jk=1 =
qui contient des nombres {h;}7_, indépendants de z et satisfont a (1).
L applique un polyndéme a un polynome.

3 Spectre de £. Nous écrivons dés maintenant

ﬁ::-Hihp (k> 0). (13)

p=0
Un champ de vecteur
nous permet de savoir le spectre de £. Si en effet u est un polynoéme de

degré s, alors Tu—su et Lu—(s*+ks)u sont de degré s—1 au plus. Donc,

ls=s%+kKs (s=0,1,2,--+) (14)

sont des valeurs propres de L. Elles sont distinctes sous I'hypothese (1).
Définition. Soit €, l'espace vectoriel formé par toutes les fonctions a
valeurs complexes u=u(x) qui satisfont a Uéquation Lu=Ilsu.
&, est formé par des polynomes. {€;}52, engendrent tous les polynomes.

Nous voyons que
(s+n-1)! _
(n—1)ts! (15)

4

dimé, =



Ce nombre est égal au coefficient de ¢* dans le développement de la série

|
(};[1 1——.’Cjt)

Il est égal au nombre des @ € N™ de longueur s ou encore au nombre des

=(1-t)™"

T1=:=Tp=1

monoémes z,**- . -z,%"

de degré s. Dim&,; =1 pour tout s si n =1, tandis
que dim &, s’augmente indéfiniment avec s si n> 2.

4 Formation d’un élément général de £,. Puisque
0%u ou )

Tj—g 83: +hj— 9 (16)

n
L=T*+KT-M avec Mu=) (
J=1
Péquation L(us+- - +uy+ug) =l (ug+- - ~+ug+ug) s’écrit de la maniere que

s—1
Z{(l;ﬂ —ls)up—Mup i} =0,
p=0

Siup41 est homogene de degré p+1, Mu,; est homogene de degré p et

(p=s—1,--,1,0).

Etant donné un polynéme homogene quelconque ug de degré s, nous pou-

vons déterminer les ws 3, - -, u1,up et enfin un élément de &, :

= us—i—Z(HJ — )M‘“‘pus. (17)

5 Représentation intégrale complexe Soient

p(z1y -y 2 H$ p—1 dV (z)=p(z1, - -, dzy)dzy: - -day,. (18)

Nous avons dans {2

. ~{(1-v1— co—Up)u; }Y ,
Palul= 2m //U}_Il (vg=a;)tte dvy---dvg.  (19)
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L’intégration est faite sur {|v1—z1|=0}x- - -x{|v,—2,| =8} (CC?; orienté de
la maniére que Pp(z)=1) avec un ¢ tel que 0<8 <min(|zol, |21}, - -, |20 ).

Démonstration de (19). Introduisons une fonction

Pz, €)= Z(H

aENT j=1

_ )P (2), (20)

ou les &;,- -+, &, sont des nombres complexes indépendants de z et la somme
est étendue par rapport & a sur N entier. L’équation (20) implique

o1t tan

l n (6'(8(}37")&‘;
Pla,g)= p(:r:)az 8:5101...8:rn“"{p(£)31;11 Jajff }

Nous avons d’aprés une formule de Lagrange [P-S I,IIT Abschn.,207]

NP S SV p(z)
'P(ﬂ’: é‘) — W/ feXp ( JZ:; gj i amJ )1—[‘;‘-:1 (zj _ $0$j) dzl dzn

; n n =7
:/"fﬁ(vl,---,vn)H{zj—(l"Z%)vj} dzi---dzn, O vj=1;+E;z;.
j=1 k=1

Par le changement de variables z; = v; (1<j<n), nous avons

/ / p(v1, vy )dvy- - duy,
(27”)739(7’1: "%y ) H 1{'03'_mj“‘(l“z::l”k)éj”j}.

Différentiations successives (9/0&;)*!---(0/9&,)*" suivies par substitu-

Pz, €)=

(21)

tions §; =---=§, =0 nous amenent a (19). c.q.f.d.

Voici une égalité

[ H3 9V ()= {Hr gp+hp)}/r( gq+hq)) (22)

qui est valable pour toute suite des nombres non-négatifs {g,}7_,. Soit

k(g) la réciproque du membre & droite.

@) =T (S 00+ha)) / TT L0 1) 23

q=0 p=0
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6 Polynoémes Q,(z). Pour tout « € N, nous définissons

|

er(rc) ('"1 |a1]“(|a‘ {HT j+Z(Hl[ai 7“£|n1)MP[fImjaj]} (24)
j=1

p=1 r=1

[S,p.306,(B.2)]. Qu(x) est un polynéme qui fait partie de £jq.

L’ensemble {Qa (%)} |a|=s engendre &. Tout polyndme peut etre exprimé
comme une combinaison linéaire et une seule des Q(z).

7 Une fonction génératrice des {Q,(z)}. Pour tous les &;,---,&n

indépendants de x et pour tout entier non-négatif s, nous avons

)¥s!?

(B 200 e = (e Ve (=) (D) ]

lal=s p=1l r=1
(25)
8 Biorthogonalité. Le facteur (—1)!/k(|a, ) dans 'équation (24)

est choisi de la maniere que nous ayons

. sz 13 si (ala'”aan):(ﬁla"'aﬁn)a
| Pale)@p()av (@)= { R i e o

pour tous les a, BEN™ [7, p.291,(3.2)] (par intégration par parties).
Remarquons qu’il n’existe aucun ordre qui convient a aligner les Py()

d’une méme longueur de « si n>2. Nous avons

2(Q,dV) =P & (27)
s=0

parce que le sous-espace de tous les polynomes est dense dans L3(Q,dV).

Nous retrouvons les mémes systémes de polynomes que les notres dans le
livre de C.Dunkl and Y.Xu avec les Uy(z) [D-X,p.49] au lieu de nos Py ()
et avec les Vi (z) [D-X,p.47] au lieu de nos Qq(z).
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