Fonctions Génératrices des Polynémes sur le Simplexe
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Soit z=(z1, -, Zn) un systéme de coordonnées de I’espace euclidien R"™.
Soient d’autre part {h,};_, des nombres positifs indépendants de = qui
satisfont aux conditions

1
hp2§ (0<p<n) et ho+h1>1lsin=L1. (1)

Soient N ={0,1,2,---} =N l'ensemble de tous les entiers non-négatifs
et N = N7 x N pour n>1. Etant donnés un élément o= (0, - -, o) de
N™ et un élément Ji= (po, i1, * -, ) de N™*1, nous appelons 37 o =|c|
la longueur de & et Y _ip=|i| la longueur de ji.

Pour tout & €M™, nous définissons deux polynomes de z et de degré |«|.

Le premier polynéme de degré |c| est

Pote) = ([T 20 o Tewoan™] =3 Aes [ L2k (2
p(z) \;; 02; k=1

lil=la|  p=0

[6,(B.1),p.306], ot ap=|cx|,

hy Qj: F(h' +ap) /
:z:o—l—z::vj, p(z)= 1;[0:1; et Agp= {H(ag MJ)'}HF(h )’ (2")

Les {Pa (x); @ € N™} sont linéairement indépendants. Tout polynome est

une combinaison linéaire et une seule des P,(x).

Le deuxiéme polyndéme de degré |c| est

Qa(:l:) ({a }p_ M|a| [H (_33.7) J], (3)

ol Mo=1, M, 1+Z(Hl I ){Z(m,a 2+h386 )}t(321),

t=1 r=1 57T
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n »_oL(vp+h
ly=8*+Ks (seN), n=-—1+th et b({vp}p=0)= Fl;[i}o 0((121}:3) (4)
p=0 =

pour tous les {vp}5_o qui satisfont aux v, >—h, (0<p<n)[6,(B.2),p.306].
Les {Qq(z); € N™} sont linéairement indépendants. Tout polyndme est
une combinaison linéaire et une seule des Q4 ().

Les P,(z) et Qg(z) sont biorthogonaux

(FPu@)= [ @@ @={3 5 G 2 ©

pour tous les a € N™ et S€N™ sur le simplexe

Q={z=(z1, ", Zn)€ R™; £1>0, -, 2, >0, o> 0} (6)

par rapport a la mesure
dV (z)=p(z)dz:: - -dzy,. (7)

Q) est muni de la métrique euclidienne de R™ [6,(3.2),p.291].

P, est orthogonal & Pg si |a|#|8|. Si par contre |o|=|B8|=s; nous avons

(P, Ps) = /9 Pu(@)Pp(@)dV(2)=Y" 3 (<L)Heb(jit5) AaiAgs, (8)

|El=s |P|=s

ol les Ay ont été définis par (2') et b({vp}p—o) Par (4), respectivement.

Si |a|=s, nous avons d’apres (5)

Po(2)=) (Pa, P5)Qp(z), Qal®)=) (Qa,Qp)Ps(2). 9)
18l=s |Bl=s

(Qar QB)|a|=s,|8|=s €st la matrice inverse de (P, Pg)|a|=s,|8|=s- LOUt pOly-
nome f peut se développer en deux manieres :

1@)=3( [ 1QuV) Pal@) 2 ( [ Ped?)@ala).  (10)



Soit £ un opérateur linéaire aux dérivées partielles ([5],[6],[7])

u——>£u——Z(6,k:c] xjxk)a 8:1:k +Z{(th)xj—hj % (11)
j=1 p=0

J,k=1

qui est elliptique dans . Les P,(z) et Qo (z) satisfont & la méme équation
LPy(2)=ljojPalz) et LQa(z)=!|e)Qa(z). (12)

Soit &, I'espace vectoriel complexe formé par toutes les solutions u= u(x)
de I'équation Lu=I,u (s€N). L'ensemble {P,(z); |o|=s} est une base de
£, et {Qa(x); |¢|=s} est une autre base de £;. Les dimensions de £, sont
égales au nombre des @ € N'™ de longueur s. Elles augmentent indéfiniment

avec s si n>2, tandis qu’elles restent toujours 1 si n=1. Puisque

Hl - —chalnxa’ (zeQ, |c|<1),
i

j=1 aEN™  j=1
nous avons
1 o . . (n—1+s)!
T =Zo(d1m83)cs sie|<1, et dlmgs:(—n—l)—!s)!' (13)

Lorsque |a|=s, Q4 est une combinaison linéaire et une seule des {Ps}81=s
et P, est une combinaison linéaire et une seule des {Qg}g)=s-

Soit maintenant

Es(x,y)':ZPa(w)Qa(y)=Es(x’y)=Es(y,$) pour sEN. (14)

la|=s

L’opérateur intégral
£ = Buf@)= [+ Bulen)f6)aV )
est symétrique (E* =FE,) par rapport a dV di ? (5) et satisfait &
Lo, 2B 0) =L, g Bu(o))=LEs(z,y) sur Bx0. (19
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E; est donc la projection orthogonale de L?(f2,dV) sur le sous-espace vec-

toriel &£ [6,(4.8),p.293]. Nous avons f=Z;;oEp f si f est un polynéme de

degré <s. Puisque les polynémes sont denses dans L?(2,dV), nous avons
s

f=lim Y E,f (16)

8—00
p=0

pour tout élément f de L2(Q,dV) [6,(3.3),p.291].

La fonction generatrlce la plus fondamentale des {E;(z,y)}52, est

§M(" )2s+n32 s(:i:) / / v+—-2zmcos¢p) dM($) (17)

définie dans le domaine {v>0; v#1}xQxQ [6,(4.8),p.293], ou C’ (z) est

le polynéme de Gegenbauer défini par une fonction génératrice

D vmCEN (2)=(1-2zv+v%)"" s Ju|<1,]2<1) (18)

m=0

et dM(¢) est la mesure sur I'intervalle (0, 7)"*! définie par

1n 2h -2
M ($)=T(x )IIs ¢q)(hq by, (19)
2

(17) nous permet d’exprimer tout E,(z,y) par une intégrale

Ey(z,y)= (2s+m)/ / (”) Z\/‘W cos qbp)dM (®) (20)

p=0

[6,(4.11),p,294]. Puisque Cé':) (2) est un polyndme pair [1,v0l.2,p.177), 'inté-

grande est une combinaison linéaire d’un nombre fini des termes

]___[(\/ TpYp COS ¢p)9P H(Sm ¢ )2hq

q._



avec ) °_, gp paire. Mais si nous les intégrons sur (0, 7)1, il ne subsiste
que des termes avec toutes les g, paires. Les signes de racine carrée sont
finalement tous éliminés et E;(z,y) est un polynéme réel de z, y.

Il existe ’opérateur de Green

o0
1
-1 A 21
(L4+)X) 8§=013+AE (21)

et borné si A n’appartient pas & {—15}52, [6,(4.8),p.293 et (5.5),p.294].

*\ P4 2 —
Premiérement, nous pouvons représenter (£+£-)~! par le noyau

nz T dy
G(m Y; — 4 = v+ ——22, /TpYp COS ¢p) dM(¢). (22)
Ensuite, d’apres (17) et (18), nous avons

— (=)
/ 2v“+’b('v+l—22) "dv Z 4(25+r)C3,"(2) si —k<a<k.
0

<4l +K%—(a+1ib)?

En effet, le membre & gauche est égal a

a+1 K K dv b—28—K K
/ZZU +ib+2s+ Cés)(z)7 / sza+b 2 C( )(z)

s=0 s=0

- (=)
_S= ) 2 2 4(25+1)C5 (2)
_ZCZS (2) (2s+f$+a+zb 25+Kk—a— zb) Z4l +k2—(a+1ib)?

s=0

Nous pouvons donc représenter [L+ {x%—(a+ib)?}]~! par un noyau

G(:c, y;h:2—(i+ib) _ / a+zbd'v / / __2 s cos ¢p)—'ZlM( 8
p=0
(23)

—k< a< kK, parce que le membre a droite est égal & la somme
i 4E;(z,y)
~(25+k)?—(a+1id)? '
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Si nous intégrons le membre & droite de (23) par rapport & v, nous avons

G(:c,y,ﬂ—(a+zb)2 / / Z V7l €08 6y ) AM (9),

ou
1 —-K
H(z) / 2v“+”b v+ ;—22) i—v (—k<a<k). (24)
Soient a=b=0 et x un entier positif pour simplicité. Nous avons alors
27K dF ) mT\2
H(z)= (=Tl 4o (arcsm z+ 5) }, (25)
ou ¥=arcsin z est I’angle pour lequel nous ayons
sinU=2z, -—-1<z<+l et —-7/2<¥<7/2. (26)
L’équation
n
z =Z /ZpYp COS dp (27)
p=0

définit la fonction z de ¢ sur (0, 7)"+!. La fonction composée ¥ est donc
analytique réelle sur (0, 7).

Si a=b=0 et k est un entier positif, nous avons

G(a: Y; — 4 (n 1)'f-- dz" a.rcsmz+ )}dM(gb). (28)

Soit ensuite Z(¢; z,y) le noyau qui représente le semi-groupe

(o o]
exp(—tL)=) e t"E,. (29)
s=0
Pour tout ¢>0 et pour tout (z,y) €2x 2, nous avons

Z(t;z,y)

2s+n s2+rs)t 4
2"”/&-;»2 g2 © STt // 1 2§§vxpypcos¢p+§2) dM ()
(30)




avec un nombre p indépendant de £, z,y tel que 0< p< 1 [6,(6.5),(6.6),p,297].
Nous remarquons que

(o o]

3 (25 +k)e™C TR 5D (2). (31)

s=0

est la partie paire par rapport & z d’une théta fonction

O(t; 2) =§:(p+n)e_(p2+2”p)t/401(,") (2). (32)
p=0
([1,v0l.2, p.355],[2,p.196]). Un calcul de résisus nous permet d’éliminer les
C;:)(z) de (18) et de (30) pour obtenir (30).

Sin>2 et si k=(n—1)/2, ©(t; z) multipliée par une constante est égale
3 la fonction de Green de 1’équation de la chaleur sur la sphére S™ si nous
remplacons z par le produit scalaire de deux points.

Notre opérateur £ de (11) est d’origine biomathématique ([5] et [6]).
Aucun groupe de Lie ne fait Q invariant. Le seul qui le fait est le groupe
des permutations des composants de coordonnées de gravitation {z,}p—o-

Remarque Professeur C.Iwasaki a construit des solutions élémentaires
des systémes trés généraux des équations du type parabolique dégénéré au

moyen des opérateurs pseudo-différentiels (voir [3] et [4]).
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