
以下 Qは入力アルファベット Aと出力アルファベット B(A ⊂ B を仮定する)を持つ通信路であるとする.

1 通信路を使った通信, 無記憶通信

行列 Q = (qab)は「入力 a ∈ Aを与えられた時に出力が b ∈ B になる確率」を表現していた事を思い出そう.
通常, 通信は単一の符号を送って終わりではなく, 複数の符号を記号を送る事が多い. そこで, 自然な拡張として,

「入力として符号列 a = (a1, · · · , an) ∈ An を与えられた時に出力が符号列 b = (b1, · · · , bn) ∈ Bnになる確率」は

qab = qa1b1qa2b2 · · · qanbn

であるとする. これは, つまり, 各通信が独立に行なわれる, 或いはそれでの通信が次の通信に影響されない事を仮
定すると言う事であり, 「無記憶通信」等と表現される.1

Definition 1. An-値確率変数Xと Bn-値確率変数Yの組 (X,Y)が, 長さ nの (無記憶)通信路Qの入出力であ

るとは, 任意の a ∈ An, b ∈ Bn について

P (X = a,Y = b) = P (X = a)qab

が成り立つときに言う.

2 誤り訂正符号

入力アルファベット Aと出力アルファベット B(A ⊂ B を仮定する)を持つ雑音のある通信路 Qを利用する為

の符号について考察する.
情報源アルファベットを Σとする. 符号

ϕ : Σ → A+

は符号語全体の成す言語

C := ϕ(Σ) ⊂ A+

を定める. ϕに十分な復号化可能性があったとしても雑音による変化があるため単純に ϕの逆操作によって復号

化するだけでは最適でない. Qの誤りの傾向に沿った復号化により誤りを (確率的に)訂正する事により効率化が
可能である.
以下, 話を簡単にする為に等長符号, 即ち ϕ : Σ → An, 言い換えると

C ⊂ An

なる場合のみを考える.2

C の語は雑音の乗った通信路によって V := Bnの語に変化する (C ⊂ An ⊂ V). そこで受信者は送られてきた情
報 Σの元を知る為に V からの写像

ψ : V → Σ

を必要とする. 素朴に考えるなら, この組 (ϕ,ψ)を誤り訂正符号と呼ぶべきであろう.
誤り訂正符号 (ϕ,ψ), 情報源 (Σ, (pσ))が与えられているとき, (a,b) ∈ C ×V = {ϕ(σ) ∈ An | σ ∈ Σ}×Bn =: Ω
に対し

P(a,b) = P(ϕ(σ),b) := pσQa,b = pϕ−1(a)Qa,b

で確率を定める事ができる. この時

X : Ω 3 (a,b) 7→ a ∈ An, Y : Ω 3 (a,b) 7→ b ∈ Bn

1例えば高速な通信などは, 直前の通信の影響を受けることがある. つまり, 無記憶でない通信なども考えられる. その様な通信に関する議
論も存在するが, その場合「通信路」に関する定義から拡張していく必要があり, この授業では割愛する.

2実際後に通信路符号化定理で存在が証明される十分に効率的な符号も等長符号である
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は Qの入出力となっていて∆ := ϕ ◦ ψとおけば

P (正しい通信が行なわれなかった) =
∑

σ

P (σが起き, 通信の結果が σでなかった)

=
∑

σ

P (入力が ϕ(σ)で出力を復号化すると σでなかった)

=
∑

σ

P (ϕ(σ) = X, ψ(Y) 6= σ)

=
∑

σ

P (ϕ−1(X) = σ 6= ψ(Y))

= P (ϕ−1(X) 6= ψ(Y))

= P (X 6= ∆(Y))

=
∑

(a,b):∆(b)6=a

P(a,b).

この最後の値を, 情報源 (Σ, (pσ))の情報を誤り訂正符号 (ϕ, ψ)を用いて通信路 Qを通して送った時の誤り率と

いう.
ただし, ϕが復号化可能のとき Σと Cの間には 1対 1対応が存在するので∆ : V → Cによって ψ = ϕ−１ ◦∆が

自然に定まる. 故に, しばしば, (ϕ,ψ)の代わりに (C, ∆)をもって誤り訂正符号と呼ぶ. ∆は決定則と呼ばれる. こ
のときは, P (X ∈ C) = 1なる入出力 (X,Y)について3

P (X 6= ∆(Y))

を誤り訂正符号 (C,∆)を用いて通信路 Qを通して送った時の入力Xに対する誤り率という.

3 通信路符号化定理

Theorem 1. Qを通信容量 C の通信路とする. 任意の εe > 0, εq > 0について, 誤り訂正符号 (C, ∆)と入力 (の
分布)(C, (pc))で「誤り率が εe で, 単位符号あたりの通信量が C − εq 以上」即ち

P (X 6= ∆(Y)) ≤ εe, | 1
n

I(X,Y)− C| ≤ εq

を満たすものが存在する.

Qx = hとすると ha =
∑

b aabxb

I(X,Y) = H(X) + H(Y)−H(X,Y)

= H(X) + H(Y)−
∑
a

∑

b

paqab log
1

paqab

= H(Y)−
∑
a

pa

∑

b

qab log
1

qab

= H(Y)−
∑

a1,...,an

pa

∑

b1,...,bn

∏

i

qaibi log
1∏

j qajbj

= H(Y)−
∑

a1,...,an

pa

∑

j

∑

b1,...,bn

∏

i

qaibi log
1

qajbj

= H(Y)−
∑

a1,...,an

pa

∑

j

∑

bj

qajbj log
1

qajbj

= H(Y)−
∑

a1,...,an

pa

∑

j

haj

= H(Y)−
∑
a

paha

= H(r)− (r, x)
3実は C 上の分布が一つ与えられれば Q の入出力 (X,Y) の分布が特定され, 誤り率が決まる.
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