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1 Introduction

1.1 動機

横断数の評価によるマルチンゲールの収束定理の証明を始めてみた時, す
ごくクレバーだと思った. ずっと見ているうちに人工的というか, クレバーす
ぎて証明は追えるがわかった気になれないと感じるようになった.
最近改めて, L2有界の場合のマルチンゲールの収束定理は自然な定理であ

ることを理解した. その自然さをできるだけ保持したままの証明を与える.
言い訳をしておくと自然であるとかないとかは感性の問題なので人による.

ただ L2 空間やヒルベルト空間が自然に感じる人には自然に感じるのではな

いかと思う. また, 単純に別の切り口の証明を知っているというだけでも芸風
が広がって良いのではないかと個人的に思っている.
技術的なことを言えば横断数を用いずに, よって stopping timeの知識無し
に証明する. ただし, この方法の証明は L1有界の仮定の下で概収束する事は

示せない.
読者の利便性の為に定理等でWilliams [1]を引用しているが初出と言うわ

けでは (たぶん)ない.

1.2 記号

このノートを通して (Ω,F , P ) は確率空間, (Fn)n∈N をその上のフィルト

レーション, (Mn)n∈N を (Fn)n∈N マルチンゲール, 即ち

• 各Xn は Fn 可測でかつ可積分.

• E[Mn+1 | Fn] = Mn

を満たすものとする.

1.3 復習

マルチンゲールに関する幾つかの基本的性質を列挙しておく:

Proposition 1. m ≥ nで E[Mm | Fn] = Mn.

Proposition 2 (ピタゴラスの公式 ([1]12.1)). 任意のm > nについて, Xm

とXn が二乗可積分ならば,

E[(Mm −Mn)2] = E[M2
m]− E[M2

n] (1)
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Proof.

E[(Mm −Mn)2] = E[M2
m1 − 2MnMm + M2

n]

= E[M2
m]− 2E[MnE[Mm | Fn]] + E[M2

n]

= E[M2
m]− E[M2

n]

Proposition 3 (([1]9.7, 14.6(b))). ψ が凸関数で各々の ψ(Mk)が可積分で
あれば ψ(Mn)は submartingale, 即ち

E[ψ(Mn+1) | Fn] ≥ ψ(Mn)

特に E[ψ(Mn+1)] ≥ E[ψ(Mn)].

Proof. 条件付期待値に関する Jensenの不等式による:

E[ψ(Mn+1) | Fn] ≥ ψ(E[Mn+1 | Fn]) = ψ(Mn)
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2 L2空間において

この節ではMnの L2有界性を仮定してマルチンゲールが L2収束する事と

概収束することを見る.
L2 有界性を仮定すればマルチンゲールの収束定理は Jensenの不等式, 実
数の連続性 (有界な単調列は収束する), L2空間の完備性の素朴な組み合わせ

と見える.
L2 空間は

(X, Y ) := E[XY ]

で内積を定める事によって完備内積空間, 即ち Hirbelt空間である事に注意
する.

2.1 L2収束 (強収束)

L2 有界性の仮定から特に

K := lim
n→∞

E[M2
n] = sup

n
E[M2

n] < ∞.

Proposition 4 (([1]12.1)). L2 有界なマルチンゲールは L2 収束する.

Proof. m > nでピタゴラスの公式 (Proposition 2)を使った後 n → ∞とす
れば, 有界性から,

0 ≤ E[(Mm −Mn)2] = E[M2
m]− E[M2

n] → K −K = 0

である. つまりMn は L2 コーシー列で, よって L2 収束列である.

この極限をM∞ と書く.

2.2 極限M∞について弱収束から導かれること

∞を含めてmartingaleであること, 即ち

Proposition 5. E[M∞|Fn] = Mn

は (普通の Hilbert空間の意味での)弱収束

(Mn, Y ) → (M∞, Y ) for any Y ∈ L2

から導かれる. 特に L2 収束, 即ち Hirbelt空間としての強収束からこれが導
かれることに注意しておく.
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Proof of Proposition. nを fixして考える. Fn可測な任意の Y について任意

のm > nで

(Mm, Y ) = E[MmY ] = E[E[MmY | Fn]] = E[Y E[Mm | Fn]] = E[MnY ]

であるから弱収束より

E[M∞Y ] = (M∞, Y ) = lim
m→∞

(Mm, Y ) = E[MnY ].

言い方を変えれば「マルチンゲール性」は弱収束極限を特定する性質であ

ると捕えることができる.

2.3 概収束

マルチンゲール不等式より導かれる.
任意の a > 0に対し

P ( sup
n≤k≤m

|Mk −Mn| > a) ≤ 1
a2

E[|Mm −Mn|2]

であるから L2 収束性より

P (lim
n

sup
n≤k

|Mk −Mn| > a) = lim
n

P (sup
n≤k

|Mk −Mn| > a)

= lim
n

P (lim
m

sup
n≤k≤m

|Mk −Mn| > a)

= lim
n

lim
m

P (lim
m

sup
n≤k≤m

|Mk −Mn| > a)

≤ 1
a2

lim
n

lim
m

E[|Mm −Mn|2] = 0

で aの任意性より

P (lim
n

sup
n≤k

|Mk −Mn| 6= 0) = 0.

よってMn は殆どいたるところコーシー列でありよって収束列である.
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3 一様可積分

この節ではMn の一様可積分性を仮定しマルチンゲールが L1 収束する事

と概収束することを見る.
この時特に L1有界でもあることに注意する. 実際, 以下の議論のほとんど
の場所では L1 有界で十分である.

3.1 L2のアナロジーと見る為に

M2
nが submartingelである事は x2の凸性から Jensenの不等式を用いても

得ることができ, |Mn|が submartingelであることもそのまま |x|の凸性から
Jensenの不等式を用いれば導ける. いずれにしろ E[M2

n]も E[|Mn|]も単調
増加で有界性の仮定があれば収束列となる.

L2の時は期待値E[M2
m]の実数列としての (単調)収束をmaritingaleMn自

身の (L2)収束に持ち込むのに, マルチンゲール性から導かれるピタゴラスの
公式

E[(Mn+1 −Mn)2] = E[M2
n+1]− E[M2

n] (2)

を用いた. この部分に関しては L1 の時の為に新たな工夫が必要となる.
Proposition 2の証明は二項定理 (y− x) = y2 − 2xy + x2を用いたが, むし

ろ ψ(x) = x2のテイラー展開であると捕らえた方が L1に持って行き易い. つ
まり, このとき ψ′(x) = 2x, ψ′′(x) = 2であるから

y2 = ψ(y) = ψ(x)+ψ′(x)(y−x)+
1
2
ψ′′((1−θ)x+θy)(y−x)2 = x2+2x(y−x)+(y−x)2

である事を用いていると捕らえる.
この見方をしていれば L1で評価するときは |x|についてテイラー展開をし

て評価すると言うのは自然な発想である. ただし, |x|は原点で滑らかでない
ので滑らか (C∞ 級)な凸関数

ψ(x) :=
√

x2 + 1− 1

を用いる.
ψ は 0 ≤ ψ(x) ≤ |x| かつ lim

x→±∞
ψ(x)/|x| = 1 であることに注意すれば自

然な平滑化に見えるだろう.
特に

E[ψ(Mn)] ≤ E[|Mn|]
であるので L1有界性からE[ψ(Mn)]は上にも有界である.(ψは非負であるか
ら下から 0で押さえられるのは自明)

x2や |x|の時と同様に, ψの凸性と Jensenの不等式を用いて E[ψ(Mn)]は
上に有界な単調増加列であってよって収束列である.
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3.2 ピタゴラスの “不”等式

ピタゴラスの公式 (Proposition 2)と同じ目的で用いる次の lemmaを示す.

Lemma 1. 任意のm > nとK > 0について

1
2
(1 + K2)−

3
2 E[(Mm −Mn)2 : M̄ ≤ K] ≤ E[ψ(Mm)]− E[ψ(Mn)]

が成り立つ. ただし,
M̄ := sup

n∈N
|Mn|.

Proof. テイラー展開

ψ = ψ(x) + ψ′(x)(y − x) +
1
2
ψ′′((1− θ)x + θy))(y − x)2

を用いて与える.
L2 のとき, つまり x2 の時と違って ψ′′ はもはや定数ではないが凸性から

ψ′′ > 0であるので,

ψ(y) ≥ ψ(x) + ψ′(x)(y − x) +
1
2

inf
|z|≤K

ψ′′(z)(y − x)21{|x|≤K, |y|≤K}

は成り立つ.(|x|, |y| ≤ K のとき |(1− θ)x + θy| ≤ K)
Mm, Mn にこの不等式を用いて期待値をとれば

E[ψ(Mm)]

≥ E[ψ(Mn)] + E[ψ′(Mn)(Mm −Mn)] +
1
2

inf
|z|≤K

ψ′′(z)E[(Mm −Mn)2 : M̄ ≤ K]

マルチンゲール性から右辺第二項が

E[ψ′(Mn)(Mm −Mn)] = E[ψ′(Mn)E[Mm −Mn | Fn]] = E[ψ′(Mn)0] = 0

で ψ′′(x) = (1 + x2)−
3
2 であるから

E[ψ(Mm)]− E[ψ(Mn)] ≥ 1
2
(1 + K2)−

3
2 E[(Mm −Mn)2 : M̄ ≤ K]

我々が主に興味を持っているのは L2 有界性が無いときであるので右辺の

{M̄ ≤ K}の条件は本質的であり, 最終的な収束の為にはもう一つの工夫が
要る.

M̄ に関してはマルチンゲール不等式から次の評価ができる.

Lemma 2. P (M̄ = ∞) = 0

Proof.

P (M̄ > a) = P ( lim
n→∞

sup
k≤n

|Mk| > a) = lim
n→∞

P (sup
k≤n

|Mk| > a) ≤ 1
a

lim
n→∞

E[|Mk|]
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3.3 L1収束:任意の部分列が収束部分列を持ちその極限が一致
すれば元の点列も収束する.

一般論として位相から誘導される収束は表題の性質を持っていることに注

意する. ここでは L1収束に関するこの性質を用いる. 残念な事に概収束はこ
の性質を持っていない. この事こそが一様可積分性を要求しなければならな
かった理由である.

Lemma 3. 任意の部分列 nk に対し, 概収束かつ L1 収束する部分列が存在

する.

Proof. E[ψ(Mnk
)]も上に有界な単調増加実数列なので極限 lim

k→∞
E[ψ(Mnk

)] =:

K が存在する. 特に

0 ≤ E[ψ(Mnkl+1
)]− E[ψ(Mnkl

)] ≤ 2−3l

なる部分列 nkl
が存在する. この部分列について

∞∑

l=1

22l(E[ψ(Mnkl+1
)]− E[ψ(Mnkl

)]) ≤
∞∑

l=1

2−l = 1

ピタゴラスの “不”等式 (Lemmma 1)から

1
2
(1 + K2)−

3
2

∞∑

l=1

22lE[(Mnkl
−Mnkl+1

)2 : M̄ ≤ K] ≤
∞∑

l=1

22l(E[ψ(Mnkl+1
)]− E[ψ(Mnkl

)]) ≤ 1.

左辺の可積分性からほとんどいたるところで

1{M̄≤K}
∞∑

l=1

22l(Mnkl
−Mnkl+1

)2 =: ξ < ∞.

{M̄ ≤ K}の測度 0を除いたところで

(Mnkl
−Mnkl+1

)2 ≤ 2−2lξ

よって

|Mnkl
−Mnkl+1

| ≤ 2−l
√

ξ

即ち

Mnkl
−Mnk1

=
l−1∑

l′=1

(Mnk
l′
−Mnk

l′+1
)

の右辺の級数が絶対収束し, 収束する. このときMnkl
も収束している.

Lemma 2よりK →∞で {M̄ ≤ K} ↗ Ωであるので概収束を得る.
概収束から特に確率収束もしているから一様可積分性の仮定を使えば The-

orem 3によって L1 収束を得る.
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Lemma 3は部分列から始める必然性はなく一様可積分なマルチンゲールは
L1 ノルムについて相対コンパクトであると言う主張とも見ることができる.

Theorem 1 (([1]14.1)). Mn は L1 収束する.

Proof. 収束部分列の極限が一致すればよい. M∞ をMnk
のM ′

∞ をMn′k の

L1収束極限とする. 特に (ノルム空間の意味で)弱収束もしているので任意の
Fn 可測有界関数 Y について

E[M∞Y ] = lim
k→∞

E[Mnk
Y ] = E[MnY ] = lim

k→∞
E[Mn′kY ] = E[M ′

∞Y ]

M∞ もM ′
∞ も F∞ = σ(

⋃
n Fn)可測であるのでM∞ = M ′

∞.

3.4 概収束

L2 の時と全く同様にしてマルチンゲール不等式より導かれる.
ただし, 凸関数として xの代わりに |x|を用いる. つまり, 任意の a > 0に
対し

P ( sup
n≤k≤m

|Mk −Mn| > a) ≤ 1
|a|E[|Mm −Mn|]

であるから L1 収束性より

P (lim
n

sup
n≤k

|Mk −Mn| > a) = lim
n

lim
m

P (lim
m

sup
n≤k≤m

|Mk −Mn| > a) ≤ 1
|a| limn lim

m
E[|Mm −Mn|] = 0

で aの任意性より

P (lim
n

sup
n≤k

|Mk −Mn| 6= 0) = 0.

3.5 弱収束に関する付記

上の証明を見直せば, マルチンゲール性から弱収束部分列の極限が一致す
ることから相対コンパクト性を示せば良いという構造をしている.
この見方と収束極限の一致には弱収束しか用いてない事に注意すれば, 弱
収束だけなら

Theorem 2 (Dunford-Pettis). (Xλ)λ∈Λを (Ω,F , P )上の確率変数の無限集
合とする. (Xλ)λ∈Λが一様可積分ならば弱位相についての収束部分列を持つ.

から直ちに導かれる.
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3.6 submartingale

Xn が submartingaleとする. このとき

∆An := E[Xn | Fn−1]−Xn−1, An :=
n∑

k=1

∆Ak, Mn := Xn −X0 −An

とおけば An+1 は Fn-可測で単調増加である. また

E[Mn −Mn−1 | Fn−1] = E[Xn −Xn−1 −∆An | Fn−1] = E[Xn | Fn−1]−Xn−1 −∆An = 0

であるからMn はマルチンゲールである.
Xn が一様可積分である事を仮定すると L1 有界でもあるから

0 ≤ E[An] = E[Mn] + E[An] = E[Xn]− E[X0] ≤ 2 sup
n

E[|Xn|] < ∞

単調性と単調収束定理から

0 ≤ E[sup
n

An] = E[ lim
n→∞

An] ≤ 2 sup
n

E[|Xn|] < ∞.

よってAnも一様可積分であり, 線形結合Mn = Xn−X0−Anも一様可積分

となる. よって前の議論から L1 収束し, かつ概収束する.
一方で An は単調性より概収束し, 優収束定理 (あるいは一様可積分の収
束定理を用いてもよ)から L1収束もしているので submartingale自身Xn =
Mn + An + X0 も L1 収束し, かつ概収束する.

3.7 逆向きマルチンゲールの収束定理

マルチンゲールとフィルトレーションを負方向にも拡張したものを考える.
このとき E[ψ(M−n)]は単調減少 (Proposition 3)で ψの非負性から下から

0で有界なので収束列である.
ピタゴラスの “不”等式はパラメータが負のときも普通に成り立っているので,

(M−n)n∈Nが一様可積分 (Proposition 10)であることに注意すれば Lemma 3
の議論はそのまま有効であり, 相対コンパクト性を得る.
極限の等価性は逆向きのほうがシンプルである. L1 収束極限M∞ が存在

すれば F∞ =
⋂

n F−n 可側で, 任意の F∞ 可測関数 Y について

E[M∞Y ] = lim
n

E[MnY ] = E[M0Y ]

より

M∞ = E[M0 | F−∞].
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4 Appendix

4.1 マルチンゲール不等式

マルチンゲール不等式は特にパス毎の議論に良く用いられる強力で重要な

不等式である.

Proposition 6 (マルチンゲール不等式 ([1]14.6)). a ≥ 0, 凸単調増加関数
g : [0,∞) → Rについて

P (sup
k≤n

|Mk| ≥ a) ≤ 1
g(a)

E[g(|Mn|) : sup
k≤n

|Mk| ≥ a]

特に離散の場合はMarkovの不等式とマルチンゲール性の素朴な組み合わ
せである.

Markovの不等式の g(x) = x2 の時のものを Chebyshevの不等式と呼ぶよ
うに g(x) = x2 の時のマルチンゲール不等式を Kormogorov’s inequalityと
呼ぶこともある. また |Mk|を一般的に非負 submartingale, g(x) = xとした

ものは Doob’s submartingale inequalityと呼ばれる.
Markovの不等式の時と同様に g(x) = xρ(ρ ≥ 1)や g(x) = eθx(θ > 0)を
用いると便利な局面が有る. 実際 g(x) = xρ の時の不等式

P (sup
k≤n

|Mk| ≥ a) ≤ 1
aρ

E[|Mn|ρ : sup
k≤n

|Mk| ≥ a]

から次が導ける:

Proposition 7 (Doob’s Lp inequality([1]14.11)). p > ρ ≥ 1で

E[sup
k≤n

|Mk|p] ≤
(

ρ

p− ρ

) p
ρ

E[|Mn|p]

Proof. p > ρで Fubiniとマルチンゲールの不等式を使って

E[sup
k≤n

|Mk|p] = E[
∫ ∞

0

pap−11{supk≤n |Mk|≥a} da]

=
∫ ∞

0

pap−1P (sup
k≤n

|Mk| ≥ a) da

≤
∫ ∞

0

pap−1 1
aρ

E[|Mn|ρ : sup
k≤n

|Mk| ≥ a] da

= ρE[|Mn|ρ
∫ ∞

0

ap−1−ρ1{supk≤n |Mk|≥a} da]

=
ρ

p− ρ
E[|Mn|ρ sup

k≤n
|Mk|p−ρ]

1
α + 1

β = 1について Hölderの不等式から

E[sup
k≤n

|Mk|p] ≤ ρ

p− ρ
E[|Mn|αρ]

1
α E[sup

k≤n
|Mk|β(p−ρ)]

1
β
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特に β(p− ρ) = pなる様に β を考えれば, 1− 1
β = 1

α より

E[sup
k≤n

|Mk|p] ≤
(

ρ

p− ρ

)α

E[|Mn|αρ]

この時

α =
β

β − 1
=

p

p− (p− ρ)
=

p

ρ

であるので主張を得る.

4.2 一様可積分

Proposition 8. 次の 2条件は同値

1. L1 有界かつ lim
ε→0

sup
A:P (A)≤ε

sup
λ∈Λ

∫

A

|Xλ| dP = 0.

2. lim
K→∞

sup
λ∈Λ

∫

|Xλ|>K

|Xλ| dP = 0

Proof.

KP (|Xλ| > K) ≤
∫

|Xλ|>K

|Xλ| dP ≤ E|Xλ| ≤ sup
λ∈Λ

E|Xλ|.

L1 有界性を仮定すると十分大のK で

sup
λ∈Λ

P (|Xλ| > K) ≤ 1
K

sup
λ∈Λ

E|Xλ| ≤ ε

より

lim
K→∞

sup
λ∈Λ

∫

|Xλ|>K

|Xλ| dP ≤ sup
A:P (A)≤ε

sup
λ∈Λ

∫

A

|Xλ| dP

なので 1 ⇒ 2を得る.
任意のK について

∫

A

|Xλ| dP ≤ KP (A) +
∫

|Xλ|>K

|Xλ| dP

より

sup
A:P (A)≤ε

sup
λ∈Λ

∫

A

|Xλ| dP ≤ Kε + sup
λ∈Λ

∫

|Xλ|>K

|Xλ| dP

よって

lim
ε→0

sup
A:P (A)≤ε

sup
λ∈Λ

∫

A

|Xλ| dP ≤ sup
λ∈Λ

∫

|Xλ|>K

|Xλ| dP

であるから 2 ⇒ 1を得る.
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Definition 1. 上記 2条件が成り立つ時一様可積分であるという. (どちらか
が成り立てば他方も自動的に成り立つ)

1の条件から一様可積分性が有限和などについて閉じていることが直ちに
わかる.
一様可積分は次の意味で感覚的には「L1+ 有界」である.

Proposition 9. ρ > 1について

L1 有界⇐一様可積分⇐ Lρ 有界

Proof. 初めは定義の 1の条件より明らか. もう一つは Hölderの不等式から

E[|Xλ|1A] ≤ E[|Xλ|ρ]
1
ρ E[1

ρ
ρ−1
A ]1−

1
ρ

= E[|Xλ|ρ]
1
ρ P (A)1−

1
ρ

≤ P (A)1−
1
ρ sup

λ′∈Λ
E[|Xλ′ |ρ]

1
ρ .

幾つか一様可積分の例を挙げる

Proposition 10 (([1]13.4)). E[|X|] < ∞ なるとき (E[X | G])G は一様可
積分

Proof. 任意のM , K について

E[1{|E[X|G]|>K}|E[X | G]|] ≤ E[1{|E[X|G]|>K}E[|X| | G]]

= E[E[|X|1{|E[X|G]|>K} | G]]

= E[|X|1{|E[X|G]|>K}]

≤ E[|X| > M ] + MP (|E[X | G]| > K)

≤ E[|X| > M ] +
M

K
E[|X|]

Proposition 11. (Xλ)λ∈Λ が一様可積分で任意の λ′ ∈ Λ′ について |Yλ′ | ≤
|Xλ|なる λ ∈ Λ が存在すれば (Yλ′)λ′∈Λ′ も一様可積分.

Proof. 定義の 1の条件より明らか.(2の条件だと明らかでない事に注意)

次の定理は (お馴染の?)優収束定理の拡張である.

Theorem 3 (([1]13.7)). 一様可積分な確率変数列 Xn は確率収束すれば L1

収束する.

13



Proof. 極限X に概収束する部分列がとれて Fatuの補題から

E[|X|] = E[lim inf
k

|Xnk
] ≤ lim inf

k
E[|Xnk

|]

で, 一様可積分性から L1有界性が出るので, 確率収束極限X も可積分. よっ
て Yn := Xn −X も一様可積分.
特に Yn は定数 0に確率収束する.
任意のK, εについて

lim
n→∞

E[|Yn|] ≤ lim
n→∞

(
sup
m

E[|Ym| : |Ym| > K] + KP (|Yn| ≥ ε) + ε

)

= sup
m

E[|Ym| : |Ym| > K] + ε

である. K, εの任意性と一様可積分性から

lim
n→∞

E[|Yn|] = 0.
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