
計算嫌いの為のJordan分解

Rを体, C を Rの拡大体で代数閉体とする.
LをN ×N , R-行列全体の成す空間とする (自然にN2次元の R-線形空間

と見なせる). A ∈ Lについて, その冪の線形結合全体

{c0I + c1A + · · ·+ cnAn | n ∈ N, ck ∈ R}

は線形空間として L の部分空間であり, 故に高々N2 次元空間であるから,
N2 + 1個の元 I, A, . . . , AN2

は一次従属であり,

c0I + c1A + · · ·+ cN2AN2
= 0

なる (c0, . . . , cN2) 6= 0が存在する. 故に

{n ∈ N | ∃ck ∈ R s.t. c0I + c1A + · · ·+ cnAn = 0}

は非空である. M をその最小元とし, (α0, . . . , αM ) 6= 0が

α0I + α1A + · · ·+ αMAM = 0

を満たすとする. C が代数閉体である事より (α0, . . . , αM )が与える C-係数
多項式 α0 + α1x + · · ·+ αMxM は重根を含めてM 個の根を持つ, i.e.,

α0 + α1x + · · ·+ αMxM = αM (x− λ1)µ1 . . . (x− λL)µL = αM

∏
(x− λi)µi

なる λk ∈ C と µ1 + · · ·+ µL = M がとれる.
C[x]は単項イデアル整域であるが故に, 共通因子を持たない多項式

{
∏

j:i6=j

(x− λj)µj}L
i=1

が生成するイデアルは全空間と等しい. 故に,

1 =
∑

i

fi(x)
∏

j:i6=j

(x− λj)µj

を満たす多項式 fi(x) ∈ C[x]が取れる.

pi(x) := fi(x)
∏

j:i 6=j

(x− λj)µj

と置けば,
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定理 1 (Jordan分解).

1 =
∑

i

pi(x)

x =
∑

i

λipi(x) +
∑

i

(x− λi)pi(x)

であり, イデアル (
∏

(x− λi)µi)よる C[x]の剰余環において

pi(x) = (pi(x))2

((x− λi)pi(x))µi = 0

即ち, Pi := pi(A)は射影で Ni = (A− λiI)Pi は冪零であり，

I =
∑

i

Pi

A =
∑

i

λiPi +
∑

i

Ni

Proof. pi(x)pj(x) = 0 (i 6= j)であるから

pi(x) = pi(x)I = pi(x)
∑

j

pj(x) = (pi(x))2 = · · · = (pi(x))n

1 Apendix

命題 1. C[x]は単項イデアル整域.(任意のイデアルが単項イデアル)

Proof. I を C[x]のイデアルとする. I に含まれる最小次数の多項式を pとす

れば pはスカラー倍を除いて一意.(2つ以上あれば差をとることによってより
低い次数の多項式を含むことになる) また, I に含まれる任意の元 f は pで割

れる. (f = pr + qと書け |q| < |p|であるので q = 0)

命題 2. 素な多項式を含む C[x]のイデアルは C[x]と等しい.

Proof. C[x]のイデアルは単項イデアルであるのが, 生成する多項式は素な多
項式の共通因子となるので単位元に他ならない. 故に, それから生成されるイ
デアルは全空間と等しい.
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