
1 2元対称通信路

A = B = {1,−1}, 1 > q > 1/2とし, 2元対称通信路Q =

(
q 1− q

1− q q

)
に対する通信路符号化定理を見る.

この通信路の通信容量は記号 h(q) := −q log2 q − (1− q) log2(1− q) を用いて

C := 1− h(q) [bit]

である.

1.1 準備

nと C ⊂ {0, 1}nが与えられたとき, 次のような決定則, 決定則と入出力を考える事にする. これによって通信路
符号化定理は良い nと C を選べると言いなおすことができる.

1.1.1 ハミング距離と決定則

x, y ∈ {0, 1}n に対し

d(x,y) :=
1
n

#{i ≤ n | xi 6= yi}
とおく.
C ⊂ {0, 1}n について決定則∆C は y ∈ {0, 1}n

d(∆C(y), y) = min
x∈C

d(x,y) for any y ∈ {0, 1}n

を満たすものとする,

1.1.2 確率空間と入出力

Xは C 上の均等分布とし, Z = (Zk)n
k=1 を分布

P (Zk = 0) = q, P (Zk = 0) = 1− q

に従う独立同分布過程でXとも独立なものとする. 更にY = (Yk)n
k=1 を

Yk := Xk + Zk

とおく. ただしこの時の加法は Z/2Zにおけるものとする. このとき pC(x,y) := P (X = x,Y = y) とおけばYの

定義とXと Zの独立性から

pC(x,y) := P (X = x,Y = y) = P (X = x,Z = y − x) = P (X = x)P (Z = y − x).

また Zの定義から

P (Z = y − x) = q(1−d(0,y−x))n(1− q)d(0,y−x)n = q(1−d(x,y))n(1− q)d(x,y)n = qx,y

であるので

P (X = x,Y = y) = P (X = x)qx,y

であり, X, Yは入出力である.
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1.2 定理

特にXが C 上の均等分布である事から
H(X) = log2 #C

また間違い率は

P (X 6= ∆C(Y)) =
∑

(x,y):x6=∆C(y)

P (X = x.Y = y) =
∑

(x,y):x6=∆C(y)

P Cx,y

であるから通信路符号化定理の通信速度と間違い率に関する評価

1
n

H(X) ≥ α, P (X 6= ∆C(Y)) ≤ ε

は次の様に言いなおせる:

Theorem 1. 任意の α < C, ε > 0について十分大きな nで

1
n

log2 #C ≥ α,
∑

(x,y):x6=∆C(y)

P Cx,y ≤ ε

なる C ∈ {0, 1}n が存在する.

1.3 証明

x 6= ∆C(y)であれば, 任意の ρ > 0に関して, d(x, y) > ρであるか或いはより yに近い (少なくても距離が ρ以

下の)符号語 cが存在するので誤り率は上から

∑

(x,y):x6=∆C(y)

pC(x,y) ≤
∑

(x,y):d(x,y)>ρ

pC(x,y) +
∑

x∈C

∑

c∈C\{x}

∑

d(c,y)≤ρ

pC(x,y)

と評価できる. 以下

PI(n, C) :=
∑

(x,y):d(x,y)>ρ

pC(x,y), PII(n, C) :=
∑

x∈C

∑

c∈C\{x}

∑

d(c,y)≤ρ

pC(x,y)

と表す.
α + h(1− q) < C + h(1− q) = 1− h(q) + h(1− q) = 1と x 7→ h(x)の連続性, q > 1

2 から

α + h(ρ) < 1,
1
2

> ρ > 1− q

を同時に満たす ρが存在する. 故に次の 2つの lemmaにより証明が完結する.

1.4 補題

Lemma 1. ρ > 1− qであれば十分大きな nで

sup
C

PI(n, C) ≤ ε

Proof.

PI(n, C) =
∑

x∈C

∑

y:d(x,y)>ρ

P (X = x)P (Z = y − x) =
∑

x∈C
P (X = x)

∑

z:d(0,z)>ρ

P (Z = z) = P (
1
n

n∑

k=1

Zk > ρ)

Zk は確率 q, 1− qで各々0, 1をとる独立同分布列であったことに注意せよ. E[Zk] = 1− q < ρであったので, 大
数の弱法則により n →∞のとき右辺は 0に向かう.
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Lemma 2. α + h(ρ) < 1, 1
2 > ρであれば十分大きな nと#Ĉ ≥ 2αn なる Ĉ ⊂ {1,−1}n で

PII(n, Ĉ) ≤ ε

を満たすものが存在する.

Proof. M := [2αn] + 1とおく. 特にXが C 上の均等分布である事から

pC(x,y) =

{
1

#CP (Z = x− y) if x ∈ C
0 otherwise

C を動かした時の誤差の総和を評価し, その中に良い C が存在することを示す.

∑

C:#C=M

PII(n, C) =
∑

C:#C=M

∑

x∈C

∑

c∈C\{x}

∑

d(c,y)≤ρ

pC(x,y)

=
∑

C:#C=M

∑

x∈C

∑

c∈C\{x}

∑

d(c,y)≤ρ

1
M

P (Z = x− y)

=
1
M

∑

c∈An

∑

x∈An\{c}

∑

d(c,y)≤ρ

P (Z = x− y)
∑

C:#C=M,x,c∈C
1

=
1
M

∑

c∈An

∑

x∈An\{c}

∑

d(c,y)≤ρ

P (Z = x− y)

(
2n − 2
M − 2

)

=
1
M

(
2n − 2
M − 2

) ∑

c∈An

∑

x∈An\{c}

∑

d(c,y)≤ρ

P (Z = x− y)

=
1
M

(
2n − 2
M − 2

) ∑

c∈An

∑

d(c,y)≤ρ

∑

x∈An\{c}
P (Z = x− y)

≤ 1
M

(
2n − 2
M − 2

) ∑

c∈An

∑

d(c,y)≤ρ

1

=
1
M

(
2n − 2
M − 2

) ∑

c∈An

∑

r:r≤ρn

∑

d(c,y)=r/n

1

=
1
M

(
2n − 2
M − 2

)
2n

∑

r:r≤ρn

(
n

r

)

ここで後述する組み合わせに関する評価の lemmaを用いて

∑

C:#C=M

PII(n, C) ≤ 1
M

(
2n − 2
M − 2

)
2n2h(ρ)n

=

(
2n

M

)
M − 1
2n − 1

2h(ρ)n

=

(
2n

M

)
[2αn]
2αn

2n

2n − 1
2(α+h(ρ)−1)n

α + h(ρ) < 1なので十分大きな nで

∑

C:#C=M

PII(n, C) ≤
(

2n

M

)
ε

#C = M なる C は
(

2n

M

)
個あるので少なくとも 1つの Ĉ で PII(n, C) < ε
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Lemma 3. 1
2 > ρであれば

2nh(ρ) ≥
∑

r:r≤ρn

(
n

r

)

Proof.
2nh(ρ) = 2n(−ρ log ρ−(1−ρ) log(1−ρ)) = ρ−nρ(1− ρ)n−nρ

なる事に気をつければ

1 = ((1− ρ) + ρ)n =
∑

r

(
n

r

)
ρr(1− ρ)n−r

≥
∑

r:r≤ρn

(
n

r

)
ρr(1− ρ)n−r

=
∑

r:r≤ρn

(
n

r

)
2−nh(ρ)

(
ρ

1− ρ

)r−nρ

≥
∑

r:r≤ρn

(
n

r

)
2−nh(ρ)

1
2 > ρより ρ

1−ρ > 1であるので

1 ≥
∑

r:r≤ρn

(
n

r

)
2−nh(ρ)

(
ρ

1− ρ

)r−nρ

≥
∑

r:r≤ρn

(
n

r

)
2−nh(ρ)
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